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Rappels Mathematiques

OBJECTIF

A la fin de ce cours I’étudiant serait capable de :

» Bien définir les grandeurs physiques.

» Connaitre les unités des grandeurs physiques dans le SI.

 Utiliser ’analyse dimensionnelle pour vérifier ’homogénéité d’une loi physique.
» Utiliser I’analyse dimensionnelle pour déduire la formule d’une loi physique.

» Estimer une mesure.

» Ecrire une mesure avec les chiffres significatifs.

I-1. Grandeurs physiques et I'analyse dimensionnelle

L’analyse dimensionnelle consiste a mettre en relation différentes dimensions entre elles
par le biais des lois physiques ou de relations connues. Toute grandeur mesurée doit étre décrite
avant tout de facon qualitative : longueur, temps, masse, etc. Cette qualité est la dimension de
la grandeur mesurée.

I 1.1.1. Les grandeurs physiques

Pour décrire et interpreter les phénoménes physiques qui nous entourent, les physiciens
utilisent des grandeurs physiques.
Une grandeur physique peut souvent étre mesurée, estimée ou calculée et représentée par un
symbole. 1l y a des grandeurs physiques scalaires et des grandeurs physiques vectorielles (voir
tableau 1.1).

Grandeur vectorielle Symbol Grandeur scalaire Symbol
Vitesse v Mass m
Déplacement d Energie E
Force F Température T
Accélération a Temps t

Tableau 1.1 : Exemple des grandeurs physiques



I 1.1.2. Unités des grandeurs

«Toute grandeur physique est le produit d’un nombre pure et d’'une unité. » Maxwell

Les unités sont des concepts abstraits, choisies pour représenter des grandeurs physiques. Elles
sont basées sur des unités fondamentales matérialisées par des étalons fondamentaux.

I Le Systéme International (SI)

Un systeme d'unités de mesure est défini par un choix conventionnel de grandeurs de
base aux quelles sont associées des unités. Exemple :

e Le systeme MTS (métre, tonne et seconde).

e Le systeme CGS (centimetre, gramme, seconde).

e Le systeme MKSA (meétre, kilogramme, seconde, ampeére).
e Le systeme Sl (Systéeme International).

La 11éme CGPM (Conférence Génerale des Poids et Mesures) adopte en 1961 le Systeme
International d'unités (SI) (C'est le décret n® 61-501 du 3 mai 1961 qui définit les unités de
mesure légales en France). Plutét que d’utiliser chacun un systéeme d’unités différent, les
scientifiques ont décidé d’utiliser un systéme d’unités commun : c’est le Systéme International
(SI). Dans le S, On distingue deux classes d’unités.

a) Les unités de base

Le Sl est basé sur 7 grandeurs fondamentales de base, auxquelles sont associées une dimension
et une unité (voir tableau 1.2). On constate que l'on ne peut pas avoir plus de sept grandeurs
dimensionnellement indépendantes.

Le Sl admis aussi deux unités supplémentaires (voir le tableau 1.3). Ces deux unités sont sans
dimension.

 Grandeur Symbole du Dimension
grandeur d’unité

‘Longueur  I,x,d,r,etc. métre  m L
Masse m kilogramme kg M
Temps t seconde S T
Intensité électrique I,i ampere A I
Température T kelvin K S)
Quantité de matiere n mole mol N
Intensité lumineusel I candela cd J

Tableau 1.2 : Les sept unités de base du Sl



Grandeur Symbole Nom de l'unité Symbole

Angle plan a,p,0 radian rad

Angle solide Q stéradian sr
Tableau 1.3 : Unités supplémentaires

‘ b) Les unités derives

Les unités dérivées sont des combinaisons d'unités en relation avec les grandeurs physiques
correspondantes. Elles sont des unités qui peuvent étre exprimées a partir des unités de base
(voir tableau 1.4). Afin de simplifier I’écriture, certaines unités dérivées largement utilisées ont
recu des noms spéciaux (voir tableau 1.5).

Exemple : (kg.m?%.s3.A?) =Q

Les_unités déerivées peuvent aussi résulter de 1’assemblage des unités de base ou (et) d'autres
unités dérivées ayant des noms spéciaux (voir tableau 1.6).

Grandeurs physiques  Symbole Unité Symbole Dimension
Accélération a Meétre par seconde m/s2 LT
Superficie A'S Metre carré m2 L?

Masse Volumique p Kilogramme par métre cube  g/m3 ML
Luminance L Candela par métre carré cd/m? JL?
Lumineuse

Vitesse v Meétre par second m/s LT?
Volume \Y Metre cube m3 L3

Tableau 1.4 : Exemple des unités dérivées exprimées a partir des unités de base.

Nom des grandeurs Symbole Nom des Symbole Unité en fonction  Dimension

dérivées unités des unités de base

dérivées
Fréquence f,n Hertz Hz st T
Force - Poids F, G Newton N kg.m.s? LMT2
Pression - p,t, s Pascal Pa N.m-2=kg.m™.s? LIMT
Contrainte
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Travail — Energie -
Quantité de
chaleur

Puissance
Charge électrique

Différence de
potentiel électrique

Capacité électrique

Résistance
électrique

Conductance
électrique

Flux d'induction
magnétique

Induction
magnétique

Induction
électrique

Température
Celsius

Flux lumineux

Eclairement
lumineux

Activité radioactive

Dose absorbée -
Kerma

Equivalent de dose

Activité catalytique

Tableau 1.5 : Unités dérivées ayant des noms spéciaux.
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Grandeur Nom Grandeur Nom Symbole

dérivée dérivée

Viscosité Pascal Pa.s Champ Volt par Vim
seconde électrique métre

Tension Newton par  N/m Débit de dose Gray par Gyl/s

Superficielle métre absorbée seconde

Vitesse Radian par  rad/s Permittivité Farad par F/m

Angulaire seconde metre

Electrique par métre thermique métre

carré kelvin
Capacité Joule par JK Quantité Ampére- A.h
Thermique, kelvin d'électricite, heure

Entropie Charge

Electrique

La résistivité Ohm Q.m
meétre.

Energie Joule par  J/kg
Massique kilogramme

Déplacement Coulomb C/m? I Conductivité Watt par W/mK

Tableau 1.6 : Exemples d'unités en SI dont les noms comprennent des unités SI dérivées ayant
des noms spéciaux et des symboles particuliers.

c) Multiples et sous-multiples

L’utilisation d’un multiple ou un sous-multiple de [’unité est nécessaire pour abréger I’écriture
d’une mesure. 20 préfixes sont recommandeés pour exprimer les multiples et les sous-multiples
décimaux des unités (voir le tableau 1.7).

Exemple : 3.10%=3Ms (Méga seconde).

1 pm (micrométre)=10°m


http://fr.wikipedia.org/wiki/Microm%C3%A8tre

Multiples de I'unite Sous-multiples de I'unité

Préfixe  Symbole Facteur
multiplicatif multiplicatif
déca da 10 déci d 10
hecto h 102 centi c 102
kilo k 103 milli m 1073
méga M 106 micro U 10°®
giga G 10° nano n 10°
téra T 1012 pico P 1012
péta P 1015 femto f 10
exa E 108 atto a 1018

Tableau 1.7: Multiples et sous-multiples des unités S

d) Les unités hors Systéme International

La CIPM (Comiteé International des Poids et Mesures) a permis 1’utilisation de certaines unités
hors Sl en raison de leur large utilisation (voir le tableau 1.8).

Grandeur Symbole Valeur en unité SI

Longueur mille marin M 1mille=1852m

Volume Litre I 11=1dm?

Aire, Superficie are a 1a=10%m?2

Aire, Superficie hectare ha 1 ha =10* m?

Masse tonne t 1t=10%kg

Masse unité de masse atomique | u 1 u= 1,660 540 2.10%" kg

Vitesse noeud kn 1 kn = (1852/3600) m/s

Pression bar bar 1 bar = 10° Pa

Pression millimétre de mercure mmHg | 1 mm Hg~ 1,333 22.10?
Pa

Pression L'atmosphére atm latm =10° Pa




Vergences dioptrie ) 16=1m?

Energie électronvolt eV 1eV =~1,60217733.10%°
J

Energie erg erg lerg=10"]

Viscosité dynamique | poise P 1P=0,1Pas

Tableau 1.8: Exemples des unités légales hors Sl

1.1.3. Dimension d'une grandeur physique

La dimension d'une grandeur G nous renseigne sur sa nature physique. Une grandeur peut avoir
la dimension d'une longueur, d'une énergie, d'une masse, etc. Le tableau 1.2 montre les
dimensions des grandeurs physiques de base. Le concept de dimension est abstrait (\Voir la
figure 1.1). La dimension de la grandeur G est notée [G].

Ecriture d'une éguation aux dimensions
Soit G une grandeur physique. Sa dimension est notée [G].
Exemple :
e G est une masse, on ecrira [m] = M. (La dimension de la masse est M).

e G est une distance, on écrira [d] = L. (La dimension de la masse est M).
e (G est un température, on écrira [T] = 6. (La dimension de la masse est M).

Plus généralement, la dimension d'une grandeur dérivée ou de base (G) peut étre exprimée
en fonction des dimensions des grandeurs de bases (L, M, T, I, 6, N et J) avec I’équation aux
dimensions suivante:

[G] = L*MBTYI®0PN°JT ol a, B, ety ... ER

Exemple :
e L'équation aux dimensions d'une vitesse v est [v]= E—} =LT™
). : . . s tr s LT >
e ['équation aux dimensions de 1’accélération [a] = T =LT

e L'équation aux dimensions d'une force est [F]=[m.a]=MLT 2
Remarque:

Les nombres et les angles sont des grandeurs sans dimension.

Le rapport de deux grandeurs de méme dimension est sans dimension.
L'équation aux dimensions d'une grandeur G sans dimension égale 1 ([G] = 1).
On ne peut additionner (ni soustraire) des dimensions.

o O O O



o Les grandeurs physiques qui ont la méme unité ont la méme dimension. Mais
le contraire n’est pas correct.

o Une relation algébrique d’une loi physique est toujours homogeéne en dimension.

o Les fonctions mathématiques (cos, sin, tan, exp, In ...) et leurs arguments sont
sans dimension. Exemple : [cos(a)]=1 et [a] =1

Application de I'équation aux dimensions
L'équation aux dimensions permit :

o de déterminer, la dimension et l'unité, d'une grandeur physique en fonction des
dimensions et unités des grandeurs de base ;

o de verifier 'homogénéité des formules physiques ;

o de connaitre la forme générale de la formule d’une loi physique.

Exemple : Soit x = at? I’équation de mouvement d’une particule avec une accélération a.

Vérification de ’homogénéité dimensionnelle de la relation :

Donc, de (1) et (2) I’équation est homogeéne en dimension.

Recherche de la forme d*une loi physique

L'analyse dimensionnelle permet de trouver la forme de I’expression d’une loi de physique et
trouver la solution de certains problemes sans avoir a résoudre des équations ou étudier le
phénomene physique grace au théoreme de Buckingham_(parfois appelé théoréme Pi).

Soit une grandeur G: G = f(G,,G,) = KG G/

» K est une constante de proportionnalité.
» Les coefficients a et B peuvent étre trouvés par I’homogénéité dimensionnelle
de la relation

lllustration de la méthode par des exemples

Exemple

L’expérience a montré que la vitesse de propagation v d'une déformation transversale le long
d'une corde ne dépendait que de la masse linéique p ( I’unité est kg/m) et de la tension F de
cette corde.

La vitesse v est en fonction de T et p. Donc : v=f(x,F)
L'expression de v peut se mettre sous la forme v=k u* F#
ou k est un coefficient sans dimension

Sachant que :



[K]=1
V]=LT"
[u]=mL"
[F]=ML'T 2

L'équation aux dimensions s'écrit : LT = (MLY)* (MLT2)# = M/ L-o*F T-2

a+p=0
Par identification: —a+ =1 ca=-f=—=
-2p5=-1

D’ou la formulation de la vitesse (v = k E

Exemple
Donner I’expression du flux @ (m%/s) d’un liquide de densité p a travers une ouverture de

diametre d. La pression du liquide sur I’ouverture est P.

d=fdp o = DP=kppPd (D)

MOL3T ™ = (ML®)“(MT 2L )

MLT =ML¥*MT LY Y

1 1
CZ+IB:O o= —E y IB:E y ]/:3—2+1:2
—3a—-pf+y=3 — I'équation(l) :
_2p=-1 1.1

D =kp 2p2d2 = kd? Jplp

1.1.4. Carte conceptuelle des grandeurs physique et des unités

« Une carte conceptuelle est une représentation graphique d’un domaine de la connaissance
tel que percu par un ou plusieurs individus. Cette perception — évolutive — établit des liens
entre des concepts selon des régles plus ou moins formelles ». André Laflamme

La carte conceptuelle est donc une représentation graphique des relations significatives entre
des concepts, développée par Joseph D. Novak. La figure 1.1 représente une carte
conceptuelle qui résume les concepts de bases lies aux grandeurs physiques et leurs unités.
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Figure 1.1. Carte conceptuelle sur les grandeurs physique

I.2. Calcul d’erreurs

Objectif : L’objet de cette partie, trés importante, est de comprendre le role de la précision, de
savoir I’estimer et s’en servir.

II.2.1. Introduction

On ne peut pas mesurer une grandeur et avoir une valeur exacte. Toute mesure d’une grandeur
avec quelconque d’outil de mesure est nécessairement entachée d’erreur. Une mesure physique
est toujours associée a une incertitude (erreur ou imprécision).

L’incertitude est une valeur réelle positive estimée. Cette erreur est la résultante de plusieurs
erreurs (systématiques et aléatoires qui peuvent provenir de la lecture de I’expérimentateur et
de I’appareil de mesure.

I 1.2.2. les erreurs aléatoires

Lorsqu'on répete une mesure plusieurs fois, on obtient des valeurs différentes. Pour minimisé
I’erreur de ce genre, plusieurs mesures dans la méme condition sont recommandées. La valeur
moyenne est prise comme mesure. L’erreur aléatoire ne peut étre corrigée.

Exemple : une erreur de lecture de la mesure.

I 1.2.3. Les erreurs systématiques
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Les erreurs systématiques résultent d'un probleme constant. Elles sont dues a I’emploi de
méthodes ou d’instruments imparfaits. Ce type d'erreur peut étre ¢éliminé. Ce pondant ’erreur
systématique est difficiles a détecter.

Exemple: Un tensiométre dont l'aiguille n'est pas fixée a zéro indiquera des mesures de la tenson
artérielle qui sont trop élevées ou trop basses.

1.2.4. Incertitude absolue et incertitude relative

Incertitude absolue

Lorsqu’on mesure une grandeur physique G avec un appareil de mesure, 1’erreur peut étre
estimé par 1’incertitude absolue AG.

Le résultat s’écrit: G=Go+£ AG ou G e [Go - AG, Go + AG].

* Go est la valeur mesurée ou résultat numérique
* AG est I’'incertitude absolue.

Exemple : G=23,4+0,2. Ce qui signifie que G € [23,4, 23,6].
Remarque:

* L’incertitude absolue a toujours la méme dimension que la grandeur au quelle elle est
attachée.

* L’incertitude absolue a toujours la méme unité que la grandeur au quelle elle est
attachée.

* L’incertitude absolue est toujours un réel positif.

Incertitude relative

On peut présenter une grandeur G de la fagon suivante:
G = Go = AG on peut écrire G = Go(1+AG/Gp)
AG/Go représente I’incertitude relative.

L’erreur relative est le rapport de I’erreur absolue a la valeur mesurée. 11 est toujours réel positif,
sans dimension et sans unité que I’on peut exprimer en pourcentage.

Exemple : Soit G=23,4+0,2.

Al 0,2

—=—"—-=0,008
| 234
Incertitude relative de la mesure de la longueur  ou
Al gy
I
Le résultat peut aussi s’écrire de la fagon suivante : | = 23,4 m a 8% pres.
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1.2.5. Calcul d'incertitude

1) Erreur sur une somme ou une différence :
G = Gl+GZ_G3_)AG =A61+AG2+A63

2) Erreur sur un produit ou un quotient :

Sio G =622 5 g =20 A0z AG
i»G=G.—- =
" Gs Gi G G

SioG=G=GFGlGi o0 = B0 A0z Al
i-G6G=G6=G6{.G;.G§ > —=a c
1-72078 7 g G, G, G,

3) Erreur sur une fonction G=f(x,y) par la méthode de la différentielle totale :

L’erreur peut s’obtenir par ['utilisera de la formule générale suivante :

AG = |aG|A TF aG|A
~ ox1 ™ dy Y
Exemple 1:G=x%y

G =x%y - AG = 2xyAx + x% Ax

AG  2xyAx x*Ay  2Ax " Ay

= +

G x2%y x2%y X y
Exemple 2: la quantité de mouvement d’un corps de masse m et de vitesse v donnée par la
formule : P=mv.

Sim=(2.0+0.)get v=(1.6+0.2)g, donnez la valeur de P et estimez I’erreur sur celle-Ci ?

dP =Edm+@dv—>AP :@Am+ﬁAv
om oV m ov

AP =vAm+mAv =1.6-0.1+2-0.2=0.36gm/s
P=2.16=3.2gm/s
P =(3.2+0.4).10"kgm/s

4) Erreur sur une fonction G=f(x,y) par la méthode des différentielles logarithmiques

G=f(x,y).->InG=Inf(xy)
Le dérivé de InG = Le dérivé de In f(x,y)

46 _df(x,y)
G fxy)

: . : . AG
Si «d » est remplacée par « A », on obtient I’expression de —

Exemple 1: G=x.y?
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G =x.y? - InG = In(x.y?)

- InG=Inx+2Iny

dG dx dy
- —=—+2—
X y

_AG  Ax Ay
TG x y

Exemple 2 : la résistance d’un conducteur cylindrique R varie avec la section et la longueur
1 : : - . .

selon la formule R = p—. Comment varie relativement la résistance si la section augmente de
S

4% et la longueur augmente de 1% ?

R=p- A 001 2004
S / S

INR=(Inp)+(In¢)—(Ins)

dR dp d/ ds AR Ap Al As

—_— =t ——— 5 — = —+—

R p (¢ s R p [ s

% _ 0,01+ 0,04 = 0,05= 5%

Valeur et incertitude sur une série de mesures.

Pour minimiser I’erreur aléatoire on effectue plusieurs mesures pour la méme grandeur G avec
la méme méthode de mesure. La méthode des extrémes permit de déterminer la valeur de G et
l'incertitude AG la fonctionne :

Gox + G G, —G

et AG=—mx_Zmn
2

G=

Exemple: On mesure la longueur d’une tige 4 fois.

x; = 50,04cm
x, =52,02cm X T ox
x3 = 50,80cm - x = M = 51,03cm
x4 = 51,20cm
X — Xmi
Ay = max Tmin _ 1,98cm

2

Donc : x #Ax = (51,03 +1,98)cm.

1.2.6. Chiffres significatifs

Les chiffres significatifs sont les chiffres utiles dans la valeur d’une mesure qui donnent des
indications sur le degré de précision (voir la figure 1.2). Pour une écriture d’une mesure soit
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acceptable scientifiguement il ne faut garder que les chiffres significatifs. Le nombre de chiffres
significatifs correspond au nombre de chiffres de cette valeur écrite en notation scientifique

(sans la puissance de 10).

(Valeur d'une grandeur G

cxcmplc

dans

est de l'ordre de \
grandeur de

n'est pas plus précis que————p

Exemple

AG=0, 319221

majoré

AG=0,3

ou
AG-0.32

35" cne
valeur mesurée Go

erreur absolue AG

est 1 ou 2

h 4,30£0,00

(Lo zéro sbgmﬁcanf)

s'écrie avec

ast a droite

¢ ————est entre deux

n'‘est pas 4 gauche

(chif’frcs significatifs

différent de zéro

sont

sont

Figure 1.2. Catre conceptuelle sur 1’écriture de la valeur d’une mesure.

Exemple :

*  v=45000m/s = 45. 10— Deux chiffres significatifs..

+ a=0,002m/s?>=2.10°3—Un seul chiffre significatif.

Il existe aussi des régles qui indiquent comment déterminer le nombre des chiffres significatifs
(voir le tableau 1.9).

Régle a respecter exemple

Le dernier chiffre de la mesure doit G = 6,350+ 0,342 (utilisation incorrecte)

concorder avec ’ordre de grandeur de
I’incertitude.

L’incertitude ne doit pas comporter plus
de deux chiffres significatifs différents
de zéros.

Le chiffre différent de zéro est
significatif.

Le zéro entre deux chiffres significatifs
est significatif.

G= 6,3 5+ 0,34 (utilisation correcte)

G = 6,362 + 0,034 (utilisation incorrecte)

G=6,3 6+ 0,34 (utilisation correcte)

m= 2,8651 kg
significatifs.

comprend cing chiffres

t=21,07 s comprend quatre chiffres significatifs.
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Le zéro a gauche du premier chiffre 1=0,016 cm comprend que deux chiffres
différent de zéro n’est pas significatif.  significatif (1 er 6)

Le zéro a droite placé aprés la virgule F=2400 N comprend deux chiffres significatifs
est significatif. F=3,8700 N comprend cinq chiffres significatifs

Tableau 1.9: Régles pour déterminer le bon nombre de chiffres significatifs.
Remarque :

Il est trés recommandé d’arrondir une mesure en conservant le bon nombre de chiffres
significatifs.

Exemple :

(5,21 £0,4)cm — (8,2 £0,4)cm.

(32,4 +0,003)g —> (2,400 0,003)g.

(24,87 £0,3)mm — (24,9 £0,3)mm.

(6,45 +£0,1)kl — (6,4 £0,1)kl (si 5 est précédé d'un nombre pair, arrondir vers le bas).
(6,75 £0,1)kl — (6,8 £0,1)kl (si 5 est précedé d'un nombre impair, arrondir vers le haut).

(0,75 £0,25)mW — (0,8 £0,3)mW (arrondir toujours vers le haut pour l'incertitude).
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